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Chapitr el 

Calcul vector iel 


Des grandeurs telles que longue ur, surface ou mas seeBiiassssp^tfe'ment 
par de s nombreelis'ou sc alairESautres, telles que vitessoeleastion ou force 
nece ssitent qu'oecjs'e en plus de le urs in^riieilf direc tion et leur seifes 
grandeurs sonisdicpe s maihnatiquement par des ob jet qu'on app elera "vecteurs". 

Notre point deo£>art p our la construe tion de ce cours sera la notion de I'e space 
intuitif que nous as similerons 'a I’ensemble des p GinOnnsdipp osera que la 
notion de longueur d'un segment et celle d'un angle entre deux demi-droites sont 
connues. 


1.1 Notionde vecteur 

On app elle vecteie; la doniee d'un_couple de points {A, B)erA>B*. La droite 
(AB ) est appeal le supp ort du vecfcfeEir 

Sur I'ensembledes vecteearlj onaffnit la relation dduip olence suivai^ftt®: 
etc D sonte'quipollents si les segments de droites [AD] et [B Cjaami haifhe u. 
On note alor>£B= C D. L'equip olence est une relatequbl/alence: 



• Elle est syme triqu&B= CD => C D= AB. 

• Elle esttransitive;4B*= C D~etC D= EF * => AB= EF* 

Une classe equivalence pour la relatioqdi'p ollence est app/etteur libr£)n 
repesente un vec te ur libre par leavletft'fsst on noteW^ense mble des vecteurs 
libres de I’es pace. 
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SoientvM^n vec te ur libre etO un p oint de I'e spacfp ihfectifeife un unique 
point A danf telquelaclasse cbquip ollenceSeA soitvT^Le vecteurdiO A est 
app elle repie'sentant dsFfen O. La droite OA sera appedfe' supp ort du vecteur 
libre ~v7* 

Remarquel • L'ecrituret\B= C D~signifie que les deux vecteesA&'et 
C D sont equipollents. 

• L’ecritureu= ~v^signifie que iessymbabek ~v~ldesignent le&rrie vecteur 
libre ou encore l&mee'b'ment dW. 

• Parabus delangage etd'cri tureon peute'crire~u= AB pour exprimer que 
AB est un repffsentant du vecteuuf 

1.1.1 Somme vectorielle 

SoientvTet "vfdeux vecteurs libreQA etO eteurs reps'entantses'p ectifs en 
un point O de I'espadSn definit la somme^H- v^commstant le vecteur libre 
~v= O S("\/"9e repese ntafitS ), o 'u S est le p oint obtenu par I'une des construction 
equivalentes suivantes 

• OAS B est un pardllogramme. 

• S est I'unique p oint satisf ai site BS* 

Les propeles suivantes sont faciles a obt©rin(i§ 'triquement) 

1. Commutativte' ~v~l + ~vl *= ~v~i + ~v~r, 

2. Ass o ciatieitri/l 4 + ~v~z)+ V?= ~v~l+( ~vl?+ 1/^; 

3. Vecteur nul:On noteO= AA, app elle vec te ur natlsatisfaifv 1 ? 0= 

0+ ~v= v7* 

4. Si ~v~*= AB, on ecrit-v -5 ^ B ~A dit vecteur opposite' ~v~*et satisfaitl/ 1 ? 

(~v~1= O C 

On dit que I'e nseniblimuni de I'addition + est group e commutatife(i@un)ab' 

1.1.2 multiplication par un scalaire 

Deuxvecteurs libres sont ditcteteres sle urs repsentants deenfe origine ont 
leurs supp orts confondus. 

SoienU G IR et v“£=\/ de repesentan<D/\. On definit le vecteunlrtomme 
etantle vecteurlibre de r^sie'ntan© B avec B tedjueO B de name supp ort que 
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0~A et O B=\A\0 A ( OA est la longueur du segment [O AQ)%^Q. B~ cle reime 
sens si et seule ment si A > 0. 

On a les propetes suivantes 

1. A{p~v~f = {AgJ/~^= u(Avr 

2. lv= vj* 

3. A~v= 0^<==> /\= 0 ou ~v= OT 

4. (A + i ujv^=A v^pv^ 

5. A(ut v1=A(-u1 + AVr 

L'ensemble des vec te urs libre s meratiitBis spmme vectorielle et multiplic ation 
par un sc alaire est un espace vec toriel. 

1.2 droites et plans dans 1'espace 

1.2.1 Droites 

Soitv"0n vecteur libre etA un p oint de I'e kpadreite engensfe- pan/"fou de 
direction^ es t l'ensemble des p oints de I'espace 

Da( v~f= {M GE,AM^=A v~?A <E \R} 

On notera la demi- droite d'exte’Ltfn&t'de vecteurdirectewrf ense mble 

02(v)={M GE,AM=A v^A >0} 

Deuxdroites sont paeii&s si elles sontengeeslpar leeime vec teDieux droites 
paralfeles sont ou bien confondues ou bie n n'ont aucun p oint en commun. 

La droite pass ant par les p oints A et B est ei®gpamdle'vecte4i£. 

Definition 1 SoiE/'i et ~v~i deux vec teurs libreQn dira que~v~i et ~v ~2 sont 
colineaires s'ils engendrent des droiteelplasaldu de fa^mpunivalentes, s'il existe 
ai eta 2 non tousnulstelque 


ai v~i+a 2 v~ 2 = o~* 

Remarque 2 Les vecteU/tset~v~z sont colieaires dans les cas suivants: 

1. L'un aumoinsdesvecteurs est nul. 

2. Un vect eur est obtenu par la multiplication de I'autre par un scalaire. 
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1.2.2 Plans 

Definition 2 Soienf~i et~v~i deux vecteurs noncdmres etA£E. On appel le 
le plan engensfrar ~v~l et~v? et passant par le point A, I' ensemble 

Pa{ v~i, v~i)= {M GE,AM =A v~i+p v~i, A,p£IR} 

Si A, B, et C so_nt troisjpoints non atigte'plan passant par A, B et C est eagendr 
par les vecteuftB et B C. 

On dira que trois vecteurs sont coplanaires si les&Eitr&rpis' issus dame point 
engendrent ieeme plan 

Proprete s Les propte's suivantes sont facilefeafclir 

1. Trois vecteurs'lt VfetV^sont coplanaires si et seuleme nt si, il exristecr 
etcr 3 nontous nulstel que 


cri v~i+a 2 v ~2 +Cf 3 \/?=0 


2. Troisvecteurs sontcoplanairesibut les plans engeiedrpar deux ve cteurs 
d'entres eux non celaiires sont pardlis. 

3. Deux planssont paralfe's s'il sont engeeisdpar les eimes vec te lEire.plus 
deux plans parralt' s sont soit confondue s soit ont une intersection vide. 

4. Une droiteDO/13 engenobe parv^et unplanP( ~v~z,~v't) engencfrpar ~v~z 
etv^sont parable si et seulemenfi/at v^etv^sont coplanaire s. 


1.3 Projection sur un axe 

Definitions 1. Soient P un plan et D une droite nonqieiradIFLa projection 
d'un point A sur la droite D pael&ilrlent'a P estl'intersectiondeladroiteD 
et du plan parald'a P passantpar A. 

Cetteprojectionestditeorthogonalesi D estP sontperpendiculaires. 

2. La projection d'un vectoutle repesentanAB est levecteu?v^= A B o' u 
A etB sontlesprojectionsde A etB respectivement. 

Propretes. Soit/s^la pro jection sur la droite D pbmanlt'nt au planLrtapplication 

PD.n’.V^V 

est une applicationdarire, c'e st 'a dire 

• PdA~v~i+ v~2j =PdA~v~i) +PdA~ v~z) pour toutvit v?£V 
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• Pd,M v~?= ApbA v~f pour touWElR et v~£V. 

Prop osition 1 La mesur&btggue de la projection orthogonale sur une droiteD 
d'un vecteiAB est obtenue par laformule 

PdAAB ) = AB cos(CAB) 


1.4 Repere cantsien, co ordcarms cartesnes 

Soit i, ) j, trois ve cteurs libres non complanlaeitfix re pe'entanCfeAO 6~et 
OCenun p oint O de I'espace formentedie tiiasommet O. 

Soitv”tin vecteur libre et S tqliev - ^ OS ( on rapplle icique cettegalife' 
signifie qu© S est le reps'entant eleven O). Notons xx,yy et zz les droites 
passant par O et de ve cteur direqt^uret k resp ectivemeiSbient aussi, P,Q 
et R les pro jections de S palrerlihent auxplartHy, k ),Po{ i, k ) etPoi i, j) 
resp ectivement sur xx , y y et z z. 

Les points P, Q, R sont uniques et satisfont 

d~S=d~P+d~0+OR 

— — > > > 

Comme P, Q et R appartiennent aux droitfes/PD o( j ) et D o( k ), il existe x,y 
etz des eels tel que 

0~P =x iAo~Q =yj ""et 0~R =zk * 


De sorte que 

v=OS =xi +y j +z k 

On dira que (x, y, z) sont les coorc&snsnde M dans le i®ie'(0, /, * j, > k') et on 
ecrira M [x, y, z). 

Proprete s:Les vec te urs libr^^^tant ties, pour tout vecteur I i5r| les 
scalaires x, y, efilnis ci-de ssus sont uniques. 

En effet si 

xi +y j +z k =x i +y j +z k 
> ^ ^ 

on aurait (x- x) / +(y — y) y +(z -z)k=0. Celaentraineraitquex- x= 
y -y =z -z = 0 car les trois ve cteyr?, k ne sont pas coplanaires. 

Les scalaires x, y , z aegsoack/ectax^ OM ~ sont applies comp osantostle 
dans la bas e( j, k ) ou les co ordeesidu p oints M dans lereetfD,/, j, k). 

On ecrira pour simplifierfx, y, z) et M (x, y, z). 
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Le repe're( /, j, k ) etant donas', on vient de montrer qu'on peut assadeier, 
manere unique, a tout ve cteur librd/dfflu 'a tout p oint de I'es pace ifituiilrif 
point (x, y, z) de^ROn definit ainsi deux applic ations 

01 : V -» IR 3 

~v~* -» (x, y, z), ~v~=x i +y j +z k 
02 : E -» IR 3 

M -> (x, y, z), O M =x i ~+y j ~+z k 
De plus0L,02 sontbijectives et 

1. 0i est liieaire, c'est 'a dire 

0l( V"i*+ v~ 2 ) =0 1 ( +0l( V 2 ^ et 0l(/^ V~f= /^0i( vj* 

pour toutvlt ~v~z£V eW EIR. 

2. Si 0~A =x_i~+y2+z ket AB =x i~+y j +z k~^ a\or£>~A+AB= O 6~et 
par suiteA6= OB —O A = (x-x) / " + (y -y) y "+(z - z) k 

Lorsque les vecteur^J^et /c~sont dememe module (on rapp el le que le mo dule 
d'un ve cteilr - ^ AB n'est autre que la longueur du segment [£6 cjljtque le 
repe're est nonanSi les ve cteurs sont en plus orthogonaux de ux 'a deeuestle rep' 
dit orthonormal. 

1.5 Equation caE&enne d'unplanet d'unedroite 
dans I'espace 

L'espac£ est muni d'unro^re (O, /, ’ j , 1<T 

1.5.1 Equation ca£senne d'un plan 

Soientvitai,bi,ci) et ~v^[a 2 ,b 2 ,C 2 ) deux vecteurs non c®liriires/\(xo,yo,zo) un 
point de I'espace QtFVT, ~v~i) le plan enge eplar( ~v~i, ~v~z) et pas sant parl^n 
point M (x, y, z) appartient ~l ~vl ) si et seulement Siexiste ^,/jE IR tels 

que > 

AM =A v^l+i u v~i. 

Ce quise traduit par 

= x-xo =Aa i +jua 2 
^ y-yo =Ab l+jute 

I Z-Zo =AC 1 +]UC2 
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Trouver Ifequation caefeenne du plan signifie trouver une relation entre x, y et z. 
Cec i reviente'lanhiner le par®trres ^ et ju des troaquations ci- dessus. 


Exe mple5i/4(l, 1, lYiU, - !, 1) etv(2, 1, l)On obtient 


= x - 1 = A + 2jJ 
^ y - 1 = —A+j j 
| z - 1 = A +/j 


/i 

h 

Is 


on aalors ,/2 +/3 : y+z - 2 = 2\ u eth - Is \y — z— -2 A. En rep ortant dans la 
premereequation on obtient 

y-z 

x- 1= +y — 1+z — 1 
L'equation caefeenne du plan est alors, 


2x-y- 2z +2 =0 

RemarqueDe fa^oreoprale, Equation d'un plan est 

ax + by + cz +d =0 
o'u a, b, c et d sonitegnrlmer. 


1.5.2 Equation ca£senne d'une dr oite 

Soitl/= 0~de composante [a, b, c), A un point de ce©sd(3qrb,'zo) etDA(~vJ* 
la droite pass ant par A et de vecteur d i re^ct ©Lima 

M(x, y, z)EDa[~vJ > <==> AM^=A ~v7*A EIR 


Ce qui esfequivale nt 'a 

- x-xo =Aa 
0 y-yo =Ab 
| z-zo =Ac 

Puisquev - ^ oTVun au moins deserts a, b,c est non nSli.par exemple a= 0, 
trois cas se psentent. 

i) b= c= 0, le sy&me Equation se raerme 'a 


- x =x o +AaA EIR 

^ y =y o 

| z =z 0 

C'es t la droite de vecteur directquir est aussi I'intersection desplan 
et (o, 
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ii) b= 0 et c= 0, le s^itrie devient 


y x =x o +AaA EIR 
y = yo 
z = zo +Ac 


o u encore 


y =y o 

cx— az- cxo+azo = 0 

iii) Si b= 0 et c= 0 , on obtient 

x -xo _ y- yo _ z~zo _ 
a b c 

Ce qui donnedfcfuation suivante de la droite, 

jb(x-xo) -a(y-yo) =0 
c(x-xo) - a(z-zo) =0 

Exe mpl^~fl, 2 , 1 ), Afl, 0 , l)On a M(x, y, z^Da{v) 
ce qui esdquivale nt 'a 

y x+i = a 

y =2A 
z - 1 = A 


AM =A v~?A EIR, 


L'elimination de/A conduit facilemenfequatlons suivantes 


x +z =0 
2x-y +2 =0 

Cesequations exprime nt que la dpdrEettes t I'inte rs ection des deux plans x + z 
Oet 2 x-y +2 =0 


De fa , con generalisation carfeenne d'une droite est 

ax + by + cz +d =0 
a x+b y +c z +d =0 

o'u a, b, c, d, a M,d sont des cons tante season ' 


1.6 Changement de repe 

Soit (O, un repre dans I'espac e/,d Is/, Vtrois vec te urs non coplanaires 

de comp osante dans,(Q, k )) donees pac/f^i,/ 3 i,yi), ~vtfx 2^2,72) etwT&3,j83,y3). 
Apartir desrelationsTT^cr 1 / +j 8 1 j +yik, ~v~*=a 2 i +Pij +y2k et 



11 


w~^=a 3 / ~+/3 3 j ""+y3/c, il es t toujours p ossible d'e xprirn^r* et /c~clans le 
nouveau repe (0,1/, V, V - ) par des relations de type 


( 1 ) 


/ =a ll/^di 
7 =a 2 I/^b 2 v“^c 2 w^ 
k =a sT/^foV^csw - * 


ProbEmeiEtant done'un vecteu\/ (ou un point) de composante (x, y, z) dans 
(O, /, y, k ), quelles sont ses comp osantes (x , y , z ) deiras (k§,' 

En ecrivant 

> — — > — > > > V V V 

V =x i +y j +z k et V =x u+y v+z w 

On obtient 


V = x{aiu~$-bi v^-awl + y(&u~^rb 2 v%C 2 W~) + z(au^\-b3 v^i-C3wf 
c'est 'a dire puisque les comp osantes relativemenfuTi^^ltssatfnt uniques 


- x =a ix +a 2 y +a 3 Z 
^ y =b ix +biy +tez 
| z = Cix +c 2 y +C 3 


1.7 Interpetation ate^rique (ou matricie lie) 

Le sysPme ( 1 ) p eut se mettre sou_s la forme d'un table au dont leeseotenties repr' 
les comp osantes des vecteyr set k relativement'alabasa(,^,"^ 7 * 


/ 

7 

/c^ 

a ai 

a 2 

a 3 D 

3 te 

te 

te F 

0 Ci 

c 2 

C 3 0 


app elmatrice de passage de la b'a sp( k )vers la basel^v^wf- Le passage 
des comp osanteslddansla base( /, j, k ) vers ses composantes dans la base 
(Ti^v^wl se fait en effectuant le produit_de la matrice ci-dessus par la matrice 
colonne foree'par les composantes (x, y, fe)otfeansla base(/', j, k). 


□ 


□ □ V □ □ 


a i a 2 a 3 u u x 
I te b2 te|| y | = F 
Ci c 2 C 3 0 0 z 0 


aix +a 2 y +a 3 Z 0 
tex +tey +tez jj 
cix +c 2 y +C 3 Z 0 


__ ^ ^ ^ v __ ^ 

Exe mpleUn repe're (O, /, 7, k ) etant donei/soit\/ = (1, 1, 1 )Ji= ^ ( / + 
j), ~v= ~f{~i + 7 )et w= k. En exprimant/, 7, k dans la baseU^l/^Tt 
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— > V - — > — > V - — > — > 

on obtienti = 2{u - v ),j = 2{u+ v ) et/c= w. Le calc ul matriciel donne 

V— V— V— V— V — 

a \p._ \,2 on a in a V- + V- D D 2 2 ° 


3 - 2 

2 0 


1 — 1 

nn 

\ = ; 

] - 2 + 2 [ 

: = : 

on 

O 

1 — m 

° 0 

* — 1 
O 

- 

□ 1 l 


^ 1 ' 


] ]_ □ 


— > _ v - 

Les comp osantesVddansle refe're (0,u~, v, w) sont done (2, 0, 1). 

1.8 Barycentre 

Un sysfeme de points^A 2 , ■■■ ,A n de I'espacfeaffecis de ceffic ientsast app®l " 
syste'me ponde et est net '{{A,, a,), i = 1, 2y ,n}. 

Consic&rons I'application f: -*V qui a tout point M associe le vecteur f (M ) = 

r > 

aiMA i. 

i= 1 

n » 

Prop osition2 1. Pourtous points A, B, on a f{A) = f(B) +( ai)AB; 

/= 1 

n 

2. si at = 0 ,alors test constante, 

i= 1 
n 

3. si a; = 0 ,alors test bijective. 

i = 1 

Demons tration 

1 ) f (A ) = n aiAAi~= n ai(AB+ BA if =( " a,)AB + f(B). 

/= 1 i= 1 /= 1 

n 

2) Si a, =0, alors d'a|®s 1), f (A) = f [B) pour tout, A, B et par suite f est une 

/= 1 

application constante. 

n — — ) 

3) Supp osons que a, =0, et soit V EV et un pointO de I'es paceOna 

/= 1 

> /I — > > 

f (M) = \/ si et seulement sf,(0 ) +( a,)M 0= \/. En prenantM tel que 

/=1 

O M= ir 1 — ( f (O )- \/~f, on obtie rvf^= f (M ). Ce qui montrequefest surjective. 




Montrons que fest aus si inj eQti \eef(M ) = f(/V) si et seulement se(,)/V M= 

/=1 

> R 

O et puis que a, = 0, on obtient M =/V. 

/=1 

n n > » 

Cor ollair e 1 S/ a, = 0, il existe un poin t unique G tel que f (GfiAi = O. 

i = 1 /= 1 

Ce point est appfef 1 barycentre du s$r%1e pomde 


{{ Ai.ai ), / = 1, 2y ,n}. 
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Co ordoraes du bar yce ntre ^ 

L'espacetant rapp oat' a un rep (O, i, j, k), soit x/,y/,z, les co ordoees 

n > 

6eAi etx, y, zcelles deGomme f (O ) = f (G) +(a,)OG, on obtient 

/= i 


x= 


/= 1 


aiXi 


y= 


/=i 


a,y 


", z= 


/=i 


a,z, 


/=i 


a; 


i= 1 


a, 


/=i 


a,- 


Propretes 

• On ne mo difie pas le barycenticaisrinultiplie tout le sefficientsapar le 
meme monbrenon nul. 

• On ne mo difie pas le barycentre de n points quand on remplace p de ces point 
par leurs barycentre aifddbn csffic ieietgal 'a la somme (seppnosi'nulle) 

des cefficients de ces p p oints. 


1.9 Produit scalaire 

Definition 4 Le produit scalaire de deux vecteetrs^ est un nombreelegal 
au produit des modu les de ces vecteurs par le cosinus de I'angle qu'Osi torment, 
note ce nombliei.~v ~2 =viV 2 COs{v't, ~v't). 

Cette ob'finition peudtre formide autrementLe pro duit sea lair®'!!!/'? est le 
pro duit du module die? par la me sure afofique de la pro jectioncl? sur la 
droite poi&e et orieefe'par lei/? Les ve cteurgV 2 etant permutables dans cette 

definition. 

~v~i.~v~2 =v ipr ojy^vt=V2pr oj^-fv't 

Propretes 

1. V?"i/?= 0 si et seulementvsfet^sont orthogonaux; 

2. Le pro duit scalaire est commutatif: 

!/?!/?= Vivicosty-L, V? =\/i\^cos(-("i/? !/?)= !/?!/? 

3. [A v~i). v~ 2 = \/?(/! v~z) = /Afi/? v~z) 

4. (/\!/?.(p'i/?) = [Ap )!/?!/? 

5. I /?!/?+ "i/?= 7/?i/?+ Ti 7 *v~2. Ce ci elcoule du fait que, 
pr ojjj-ifv~i + ~v~i) = pr o^-4i/?+ pr ofr^v? 
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Definition 5 On appel le norme d'un vejclfeunombre&elpositif ou nuJonr e' 

par la formule y 

~v~* = ~v7*v~* 

Propretes 

1. Si on note v le mo duleTd/km aura v=~v~*-, 

2. ~v~*=0 <==> ~v= oT 

3. X~v~* = |/\| 

4. (Inegalife'de Schwa rty7*v~\< ~v~* ~v~*. En effet 

\v7*v~\= ~v~* v^cos(vr*v}"1^ ~v~* ~v* 

5. ~v^ v - * < ~v^+ ~v~*. Pourcelaremarquons que 

~v^ ~v^ 2 =( ~v^ ~v~f= V.1/1-2i/.V+ i/.V 

= |v^ 2 + ~v^ 2 + 2~v7*v~* 

<| v^ 2 + v ^ 2 +2 
= ( v~>+ v ^) 2 

1.9.1 Expression analytique (ouecsa t ie) du pro duit scalaire 

L'espace est rappearb'un r®pre orthonorenfO, i, *J, *kj* Notons Uy,,z,) les 
comp osantescl^dansce repre.Ona 

V?V?=(xi i ~+yi j +zi kj*(x 2 i ~\yi j ~+Z 2 k)* 

Tenant compte du fait c\\iiel^= j.~J~= k~*k^= let /.^ _ = j-~*k= i.~%~= 0, 
on obtient eneckeloppant 

~v~i.~v~ 2 =x 1 X 2 +yiy 2 +Z 1 Z 2 

Ainsi 

1. si ~v~l = ~v~i = ~v~^=x i ~+y j ~+z k~? or\ obtient 

v^ = x 2 +y 2 +z 2 
qui repesente la norme eueiiidiie. 

2. "\/l!l/2 > =0 <==> X 1 X 2 +yiy 2 +Z 1 Z 2 =0. 

3. L'inegalife'de Schwarz devient 

|xiX 2 +yiy 2 +ziZ 2 |< x 2 +y 2 +z 2 x 2 +yj+zj 

4. L'inegalifetriangulaire ~v~i + ~v~z < V~l + V ~2 devient 

(xi +x 2 ) 2 +(yi +y 2 ) 2 +(zi +z 2 ) 2 < x 2 +y 2 +z 2 + xl+yi+zl 
cette derere iagalife'est auss i connue sous le nonaopfeditldie Minkow ski. 
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1.9.2 Applications 

1. Ondit qu'unvecteuirT^st normal'a ladroite£>C\/“f si les vecteun^t ~v~* 
sont orthogonauSle st 'a dire si et se ulerrmfalifO. 

2. Un vecteun"?st normal au plarafl?vi,V 2 ) si 7T? st orthogonal 'a tout vec te ur 
de la form avecM EPa(vi,v 2 ). Cela a lieu si et se ulement si p our tout 
a ,/3ElR, on aanrV?+/3 TiTVi^O. Ceci est aussiquivale nt au fait gif? 

est normal 'a toute droite inclus e dans leCpiaraP 

3. L'equation caefeenne d'un plan pass ant paro,#6*zo) €=E et normafa un 
vecteurrTfa, b, c) est deienpar 

M EP <==> TiThM =0 

<==> a(x-xo) + b(y-yo) + c{z- z 0 ) =0 

<==> ax+ by + cz +d =0, d= -{ax o +jb_yt> +czo) 

4. Distance d'un point 'a un plan. 

Soit n^ormal'aunplan P etA{&yo,zo) EE. Soit H la pro jection orthogonal 
de A sur P. La distance de A 'a P est la longueur /SV.M(x, y, z) est un 
point arbitraire du plaon a AH = AM ]cos| o ' u 6 est I'angle foperr' n - * 

et AMT* Ce qui peut sfecrire AH= 1 que Ton p eut ausesaprimer 

analytique ment par 

AH _ |a(x-xo) b{]ryo) + c(z-z 0 )| 
a 2 +b 2 +c 2 


1.10 Produit vectoriel 

1.10.1 Notion d'orientation 

Nous admettrons la notion intuitiv e de Ipgnreour s ou-courbL©.rsqu'on choisit 
un sens de parcourt entre deux points A vers B sur une courbee£Cp)alirrA&f 
B. Le points est appeatrigine ete est dit e»1mlfe'de la courbe (CUorsqueA 
et B sont confondus, on dit que la courbe (C ) osi.f&riieihter une courb e, c'est 
choisir un sens de parcours. 

Une surface b een('S ) est uragron de I'espafcfemitee par une courb edlemn' 

Cette courbe est ap^)ceh'tour,bord ou fronfeire de la surface (££}n diraq'une 
surface borne est feet® si el le n a pas de bords (ce qui revient 'a dire aussi que son 
bord esteduit 'a un point). 

Orie nter une surface, c'est choisir un sens 'a ses vec te urs normaux. 

On chosit une sens d'orientation au contour (C ) Ide^S&e ve ut que le sens 
de la normal 'a (S ) soit celusplIecDhment d'un tire b ouchon tournant dans le se ns 
de parcours de (Convention dite deMaxwell). 
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Un volume V est la re gion de I'espace ibiairitine surface feen ' 

SoientuT^^et ivtrois vec te urs<M*, O B~tes repffsentants deet vT* On 
orie nte la ligne laes0/\6 de O vers 6. Si la normale 'a la portion du surface de 
contour O AB O orie afc' Ion la convention de Maxwellesnle sens quite? on dit 
que le reared j7*vr*w~1 est directl estindirectdans lecas contraire. 

1.10.2 pro duit vector iel 

Definition 6 SoiZiT^v^deuxvecteurslibres derefsentanO~A etO B~respective- 
ment. Le produit vectorMs vecteurs^t ~v7 > not' ~u \ T/^estle vecteum/cle 
repesentanO D cteTini comme suit: 

• O Dest normalu planPo(Ti7*vJ* 

• la normeO D*estegale 'a I’aire du pahadjitamme construit©Ar,OB 

• son sens est tqiLie le tdde(OA, O B~X) Df soit direct. 

Si on pose 6 l'angl(§$, O B~) on aura OD~^= OA.OB |s/n0| ou encore 

I i~h ~v~*= Ti~* T/^sin(~u7*vt\ 

Propretes. 

1.1 i1i/= 0^*==* Ti= 0,~"V= Oou T/r^v"?ont col iea ires. 

2. I /“K ~v= -~v~\ I /“? car(I ’i7*v~f= -(vT^T? 

3. MuU (pT/~f= (AT /J^a ~v= T /“X (/\ v“f et juv“? = (Apjj~h ~v7* 

4. T/~X (v 1 ? Tv")= T/“X v 1 ? T/“X (w - * 


1.10.3 Expression analytique 

L'espac£ est rapp ©fa un bole direct orthon©itO, /, \ *kj* Ona / "a / 

7 a j = k a k= O et pardefinition 

— -> — — > — -> — -» — -> — — > — -» — 

//\y = k, j a /c= / et/c a / = y 


Soit u"fx, y, z) els/"?* ,y ,z ) deux vecteurs libres, ona 

u A v = (x / +y y +z /c) A (x / +y y +z /c) 

> ) ^ 

= (yz - zy ) / + (zx - xz) y + (xy - yx) k 

Dans la pratique - ^ v’i'obtient end/eloppant Iffitfe'rm inant suivant 

/ y k 
x y z 
x y z 
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A pplicatio n Le ve cte ur nornffeelun plan Pa{ est dorapar t/“K vT^Par 
exemple si u[ 1,-QL), v(0,l,2) on aura 


n= 


/ 7 k 

10-1 
0 12 


= / - 2y + k =(1, -2, 1) 


1.11 produit mixte 

1.11.1 Definitions 

Definition 7 On appel le le poimikte de troisvecteum7^r*w~t>risdans cet 
ordre, le nombreatg'lque netTj^v^w^egalau produitscalaire He?t ~v^K W* 

[Ti7^v^w~)= ~uTt~v7\ wf 

SoitO ~A,0 B~%V~C les repsentants cle^vet W"£n un point GD D~te repsentant 
dev“K W^Le mo duleO D 6e O D este'gal'a I'aire du paielttgramme construit 
surO 6~etO"C. Et ona 

{Ti7^r*w~1= OA.OeAOC )= OA 0~D*= O A.O D cosd 

Comme OAcosQ eetfal 'a la haute ur AH du pste'p&lde construit sGrAP 6~et 
O C , le produit mixte est ctegHTen valeur absolue au volume de celqqGBKM' 
Le signe_du pro_duit mixte est aMujos0.ll est positif sli'angle es t aigHest ' a 
dire queO A etO D sont du erne ccdtdu plan/M7vr*v"T et il estegatif si I'angle 
est obtu, ou encore <$ti>& elD D ne sont pas dieirime ccddu pi a nPo( 7/7*171* En 
d'autre te rmeu^T^’l est positif s(0|/\, O B,0 C ) est direct eigatif sinon. 


1.11.2 Propretes 

/ ) Puisque le paMipipede cons truit sur l©feesrO A, OB , OC esteip Cendant de 
I'ordre dans le quM considre ces aetesja valeur absolue du pro duit miHte, 
change pas si on change I'ordre des vecteur, par contre le signe du pro duit mixte p 
changer si I'on construit ledteidans un certain ordre indiSa ob permute deux 
vecteurs, le pro duit mixte change de signe. 

(7 j7*vr*wl= ~(^/^u^w~)= -ru^w^vf 

Si on p ermute circulairement les trois ve cteuaddagferride leerre sensOna 
done 

(7 i/ > va*w~ 1 =(v^w7 > u~t =(vr*u7*wt 

L'ecriture signifie 

T/TfT/^ w~1 = (Tv - K vjtw~* 
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/'/') Le pro duit mixte estefcrre par rapp ort a chacun des veGbeiapar exemple 

(Ui~% l/ 2,V, =(0i,V, 'w~) +(p2 \ 1 ?r*wT 

(Tl^Vl^r V£*w1 =(U Vl,V1 +(U,"V27^T 

(Au^v^w-I = AJj^v^wf 

/'/'/' ) Trois vecteura)r^r*w"?ion nulsont coplanaire seiiseulement leurs pro duit 
mixte est nulEn eff eW7*vr*w1 =0 <==> Ti7(~v^K Wl = 0,donc'i/ _ X W*=0 
ou bienl/e*t ~v7\ Wlont orthogonau>Or ~v~h W^=0signifie quel/^et tv^ont 
colineaires et dans ce oa^/,'^iv _ lont coplanaird3.'autre partsZ/e^t Wsfont 
orthogonaux, le reprentanft/\ deu~&n un point O est dans le p\ar(FQ7 > v~f et 
doncl/, V, V“lont coplanaire s. 

1.11.3 Expression an alytique 

On rapp orte I'espace 'a u^eeqffthonorendire ctSoit 7/~fx, y, z)~y~ tx ,y ,z ) et 
W~(x", y ", z ") trois vec te urs lifesesomp osantes du pro duit riwlfoa/ysfont 
(y z"-y"z ,z x"-x z", x y- x"y ). Done 

(u,"^rW1= Ti7t~v~K Wl = x(y z— y"z ) + y (z x* x z ") + z[x y 21 x"y) 

Cette expssion repsente leBtte'rminant des "comp osantes " relativemonfeau rep' 
choisi 


x y z 
(u7*v^w1= x y z 
x" y" z" 


1.11.4 Applications 


1) Donne r une re lation entre a , /3 et y p our que les ,v^cGS3dT^ttfl3 P, 1) 
et W[tL,-l, y) ne soient pas coplanaCafculons le pro duit mixte 


( u7*v,~*w~1= 


a 

-1 

1 


1 0 

P 1 

-1 y 


= a(3 y +a +y + 1 


la condition est done cr/3 y +a +y +1 = 0. 

2) Donner Equation caefeenne du p\anR{~u7*vTt avec/\(l,0, 0]Q{l,-2, 1) et 

vC-1, 1, 2). _ 

On a M GPa[~u 7* vj* <==> AM^(Ti 7\ ~v~f= 0. Done 


M €Pa[ u7*vY *==> 


x-1 y z 
1 -2 1 
-112 


-5(x- 1)- 3y-z =0 


L'equation du planfl! u7*v~f est done 5x + 3 y +25 = 0. 



Chapitr e2 

Conique s et quadriques 


2.1 Coniques 

Le plan est rapp erta unrep-'e orthonoren 'On app el le conique les courb es de" 
deuxe'me ordre "elfinie s par une equation du se co©dld&sj forme 

Ax 2 + 2B xy + ^ 2Dx + 2E y + F = 0. (2.1) 

o' u les efficients A, B et C ne sont pas simeitteimt nuls. 

Proposition 3 II existe unetwpdrthonomians lequettfuation (2.1) pren d I'une 
des formes canoniques suivantes: 

• ^ ^ = 1 (el I ipse), ^ ^ = -1 (el I ipse imaginaire); 

• ^ =1 (hyperbole), Y 2 = 2 pX (parabole) 

• a 2 X 2 - &Y 2 = 0 (droites eca rites ); Y 2 - a 2 = 0 (Droites parel les), 

• a 2 X 2 +&Y 2 = 0 (droitesa6antes imagin aire^fatf = 0 (Droites imaginaires 
paralell'les) 

PreuveDn proede en deietap es 

Etap e lOn suprimme le te rme xy en fais ant une rotation d'angleefitedu rep' 
( i, j ) autour de I'origine (De nouveau rep e{~u7*v~f \erifie done 

I )~^=cosQ i ~+ sindj ~*~v= -sinQ i "+cos0/ 

Ce qui donne 

x = X cosd- Ysind , y = X sind + Y cosd. 

Ainsi I'equation (2.1) devient 

A(X c osG- Y sindj + 2 B (X cos-6 Y sin6){X sinQ + Y cosO) + C (X sinQ + V 2 cosd) 
+2D [X cos-6 Y sind) + 2 E (X sin6 + Y cosd) + F =0 
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Le c®ffic ie nt de X Y dans ce tte noaqjr£dtedn est: 

-2 AsinO cosQ + 26 idossin 2 0) + 2 C sindcosG 
qui est nul si et seulement si 26 cos26-€ \Ain2GDonc 

• Si A=C onprend 9= 

• Si A = C , on a tg 26 ^ 

L'angleetant choisi,el6|uation(2.1) devient 

AX 2 +CY 2 + 2DX+2E Y +F =0 (2.2) 

Etap e 2:On eff ectue une translation de I'origine en O p our faire disparaitre les 
coeficients D et E. Cec i se fera en ccetqcriit des idenist remarquables de sorte 'a 
ce que Equation (2. 2£<siYve 

A(X -Xo) 2 +C(Y -Yo) 2 +F” =0 (2.3) 

Cec i est p os sible si A et C sont noib.eHdss/\ ou6 nul, competent le selma 
etablit dans la prop osition. 

Exe mplefionner l^equat|pns canoniques des conique s suivantes: 

1) lx 2 ~^xy+ \y 2 6 2x- 6 2 y + 4 V = 0. 

2) £ +2 3xy + 3(y+( 1 - )x + (l+^ 3 )y+ ^ =0. 

V — V- V— V- 

1) Puisque A = C, on choisit (f=et par suite x =)f ~Y ^ et y =X +Y ~f. 

Ce qui donne 

V— V— V — V— V— V— V— V— V — V - 

l^-Y^f-3(X^-Y^)(X^ + Y^) + l(X^ + Y^-6 2(X 2 -Y 2 2 )- 
6 2{X -f +Y -f)+ 4 = 0, soit 4 %+Y 2 - 12X +4 =0 

Cec i esiquivale nt 'a 4(^i 2 +y 2 -5 = O.En effec tuant la translasion eb <2}( 
on obtient Equation 4%+Y 2 - 5 = 0 que I'on p eut aessiire sous la forme 


et qui corresp onde'qiuldtion d'un^fips e. 

V — V — V — 

2) On a tg 29^ = - 3 et done 0=§. D'o ' u x^X - 3Y ) et y=~,{X+ 3 Y). 

On trouve en rempla^ ant 

4X 2 + 2X +4 Y+ \ =0. 

4 
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Ce qui donne 4{X-^) 2 + 4Y =0 et apes latranslationX =X+ l ety =Y , on 
ab outit 'a 

Y= -X 2 . 


C'est une parab ole. 


2.2 Definition gorretrique des coniques 

2.2.1 Ellipse 

SoitFi,F 2 deux points du plan et a> IQe nsemble des p oints M du plan te Is que 
MF 1 +MF 2 =2a est une ellipse de foyere£F 2 . 

Choisissons un repe' orthonorenfO, i, j ) tel que / soit porfe'par la droite 
(Fi,F 2 ) et O le milie u du segmeiaFF. Dans cerepre on aFi(-c, 0) et Fzic, 0) 
p our un certain c >L9condition MFl +A7F 2 =2a devient alors 

[x-cf+y 2 + (x + c^+y 2 =2a. 


ou encore (x + c3 +y 2 =2 a - (x - c) 2 +y 2 . En elevant au canon obtient 

(x +cf +y 2 =4a 2 + (x + d)+y 2 - 4a (x - cf +y 2 . 

Ce qui donne xc -a- a (x - cf +y 2 et par suitea (x- cf +y 2 =a 2 - xc. En 
ele vant encore une fois ae,a$nrr6btient 

a 2 x 2 +a 2 y 2 +a 2 c 2 - 2 axe =£ - 2 £xc +c?x 2 . 

Soit en posanfj b=a 2 - d \ 


2.2.2 Hyp erb ole 

SoitFi,F 2 deux points du plan et a fe'IQyp erbole de foyens1F2 est Tens emble 
des points M du plan tels que ME - MF 2 = 2a. Dans un repre orthonoren' 
(O, i, j ) te I que soit porte'par la droite £/F 2 ) et O le milieu deuF 2 , on aura 
Fi(-c, 0) et F(c, 0) avec c > ICbcondition MFi - MF 2 =2a est alorsquivalente 

'a 

(x-c) 2 +y 2 - (x + d+y 2 =2a, 

et par suite (x - cf +y 2 = 2 a+ (x + c 2 ) +y 2 . En elevant au canon aura 


(x - cf +y 2 =4 a 2 + (x + d)+y 2 +4 a (x + d +y 2 . 
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C'es t 'a dir^#xc =a (x - cf +y 2 et enelevant encore une fois aiee3xi 2 '+ 
afy 2 +a 2 cf =a 4 +c 2 x 2 ce quidonne 

(c 2 - a 2 )x 2 - a 2 y 2 =a 2 {cf - a 2 ) 

et finalement av^c#c 2 - a 2 , on obtient: 

a 2 

2.2.3 Parab ole 

SoitD une droite et 5ED. La parab ole de foyer F et de directrice D est I'ensemble 
des points M qui sonte'cple distanc e de la droite D et du foyer F. 

On choisit un re^re orthonorenCO, tel que F = F (0, c) et appartient 'a 
I'axe qui portgi et tel que la droite D a poequation y— c. Un point M (x, y) 
sur la parob ole satisf^fMy - cf = (y + d)ce quidonne 

x 2 =4cy 


2.3 Qu adriques 

L'espac£ est rapp oat' a repe orthonorenOn app elle quadriques, les surfaces du 
''deuxeme" ordreedfinies par unffifuation de la forme 

Ax 2 +By 2 +Cz 2 + Dx y + Ex z + F yz + Gx + Fly + Iz + J ==(2.4) 

Les cefficients A, B, C, D ne sont pas tous nul. 

Prop osition 4 lixiste (souzertaines:ondition$ un re/ere orthonoredans 
lequell'equation (2. 4) siJaft 'a I'une des formes suivantes 

•^ + ^+ ^ = l(e/ lipsoide); 

• jy + ^ ^ = l(hyperboloide'a une nappe), 

• ^ ^ = -l(hyperboloide 'a deux nappes), 

• z 2 = ^ (c'one el liptique) 

• z= ^ (paraboloide el liptique) 

• z= (paraboloide hyperbolique) 

On peut dc rire partielle ment ce s surfaceeartinctep 'sections paitelitient aux 
plans dfinies par le tide ( 0,i , j, k) 
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2.3.1 Ellipsoide 


x 2 r 2 z 2 

“I - . “I - X 


a‘ & c 2 

En coupant avec le plan z = k, on voit que I'intersection est vicfe'ishAae-tce 
cote' si k < c, la trace es t une ellipqeation 

X 2 Y 2 . /c 2 

=1 - 




c 2 ’ 


De rrcme, puis qusqlbation est symetrique en x, y, z, la trace sur les plans x =k 
ety = k est soit vide , soit une ellipse. 

2.3.2 Paraboloide elliptique 

x 2 r 2 

Z a 2 + & 

Si on e xamine la s ection par le plan z = k > 0, on obtient I'e llipse 

X^ Yi 

ka 1 + k& 

dans le plan z =k. 

Par contre si on coup e avec le plan x = k ou y = k, on obtient une parab ole. 

2.3.3 Hyp erb oloicfteune nappe 

x! r!_z^ 

a 2 + ff c 2 

La trace avec le plan z = £IR est une ellipse et les traces sur les plans x= k ou 
y = k sont des hyperb oles. 


2.3.4 Hyp erb oloidedeux napp es 

X! Y_^_7} = 
a 2 + & c 2 

Si on coup e avec le plan z = k |cj, il ny a pas de traceSi \k\ > |c|, on 
obtie nt I'e llipsoide 

X 2 r 2 k 2 


+ 


= ^-l. 


& c 2 


Les traces sur les plans x = k ou y = k sont des hyperb oles. 



24 


2.3.5 Paraboloide hyperb olique 

y 2 x 2 


z= 


& a 2 

La trac e sur le plan z = 0 est£oende deux droitecsate s et la trace sur le plan 
z = k = 0 est I'hyperb ole fe=- La trace sur les plans y =a ( ou x= /3) est 
une parab ole z^ - ^ ( ou z= - § 2 ) 


2.3.6 CTone elliplique 


z 


2 


Y_1 

& 


x! 

a 2 


Si on coup e avec le plan z = k , la trace est un^eHi§le=/c 2 . Latrace dans 
les plan x = 0 et y = 0 sont les paires de droiffc^et z= |± l\x. 

Les traces dans les plans x = cr = 0ety = /3 = 0 sont les hyp erb oles 


z^_y^ 
c 2 b 2 


= 1 





Chapitr e3 

Fonctions vectorielles 


3.1 FonctionsvectoriellesTune variableee lie. 
Courb es paraotarlques 

Definition 8 Une fonction vectorivlclbjne variableeiel le t est une application 
V :/ -*V definie sur un interval le I de IR 'a valeurs dans I’espacd/vectoriel 

Pour tout t E IR, I'ob jeti/Tt) est done un ve cteur litSei.e nt (x(t), y it), z (t)) 
ses comp osantes dans uensprthonorm 'On definit la fonction F: / -> IR 3 
par F{t) = (x(t), y(t), z(t)). Inversementtoutfonction F: / -* I R 3 definie par 
F(t) = (cp i{t),cp 2 {t),cp 3 {t)), avec^L,<p2 et<p3 de_sfonctionsde / dansIR?, on peut 
definir une fonc tioeefeorie II# :/ -*V )par V it) est le vecteur de comp osantes 

i(pl(t),(p2{t),(p3{t)). 

Ainsi on dssigne ra indirfimentet de fa.con tout a faifuivalent&g fonction 
vectorielle F oi/ qui est aussi api^aln champs de vec te urs. 

Definition 9 Soit F ( t ) ={{<p),(p 2 {t),(p 3 {t)) une fonction vectorielel^mle sur un 
interval /e£= R. L'e nsemble 

c = {[(pi{t),(p2{t),(p3[t)), tei } 

est appelune courbe param@ttans& et &'finie par la fonction vectoriel ILef. 
equations x =$t), y =qt(t) et z =cp{t) constituent iesarsqsritations paretmiques 
de la courtfe 

On dafinit de lerhe les fonctions vectorie lies 'a valeiftsFd^nsftR 2 ainsi que 
les courb es paetiees planes (conte nue s dans l^]planR 


Exe rcice 1 1) Donn er les domaine&rdtiati' ainsiquequelquespoints descourbes: 
• V~tt) = (4 cost, 3sint), courbe plane 
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• V~tt) = (4 cost, 3sint, t) 

2) Pour chacune des deux courb^dpntes,edermin er les coordmsnfes points 
correspondant 'a t = 0 + 2kn 

3) Trouver la valeur de t corespondant aux points M (0i<(Q)3$tM kn ) dans les 
deux courbese/c&dentes respectivement. 


3.1.1 Equations paraebrique s d'une droite 

L'espacefant rapp erta un i®p'orthonoi®nsoit/\(^yo,zo) un point de I'espace 
etV (a, b, c) un vecteur lil&app elons que la drojt^D) est I'e nsemble des p oints 
M{x, y, z) quiverifient Equation vec torieflM =t V ,t GR. Cetteequation est 
equivalente au Equations app equations pararlnriques de ladroite: 

: X = at +X) 
s y = bt +y 
I z = ct +z 

La fonction ve ctoriel&Srcrissant la droite est a)Mi) = (at +x, bt +y ct +z). 

Exe rcice 2 1) Don nerelq&ations paratniques de la droite passant par les points 
>4(1,— 2,4) et 6(0, 3,2). 

Les poin ts C (2?, 6) et (1,0, 1) appartiennent-ils 'a cette droite? 


2) Donn er lesquations cmiennes de la droite 


^ x = 2t +1 
1 y =t - 1 
I z =3t— 2 


3.1.2 Equations paraebrique s d'un plan 

Soient A(x,yo,zo) un point de l'espactei(ai,bi,ci) et V 2 (a 2 ,b 2 ,C 2 ) deux vec teurs 
non colieaires.Un pointM E Pa(V \,V 2 ) si et se ulementl&quation vectorielle 
suivante est satisfaite 

AM =t 1 V 1 +t2V2. 

Cetteequation constitue une ©spafitation paietmiique du plan et peiialre: 

= x=x o +aiti +a 2 t 2 
y =yo +biti +b 2 t 2 
1 Z =Zo +Clti +C2t2 
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Exe rcice 3 1) Donn<mjOation par&itmiquedansle planet dans I'espace du cercle 
et de la spine decentre O etde rayorDbnner aussiddfuation parmtmique dans 
le planet dans I'espace ducercleet delastfdide centre Aiyo,zo) et de rayon 
r =0. 

2) Donn er I'equation eaeti'ne du plan 

- x = 1 + 2 1 +s 
3 y = t+ 2s-l 
| z =3 t — s +2 

Definition 10 SoiV{t) =(yp i(t),<p2(t),<p3(t)), (t £ / ) une fonction vectoriel le, 

I i,l 2,1 3 des nombreeels et/ =(/ 1J2J3). 

• On dira qu^J\rb/~(t)= V~si etseulement <p,(t) =/, pour i = 1, 2 , 3. 

• La foncti oA/(t) est continue entsiet seulementsjjhj) V~(t)= V{t 0 ). 

Proprete s Soi tft)= V~i\t) trois fonctions vectorielles et A{t) une foncirdxqiimim' 
On supp ose que Q \\Mt)= Vi(to) pour / = 1, 2 , 3 et que/Nitt) = A{t). Alors 

a) lim(\/?(t) + v7(t))= \/T(t 0 )+ V^ito) 

t-> to 

b) \\rr\Mt)V?{t) = Mt)v7{t 0 ) 

t-> to 

c) Jim (\/?(t)\/?(t)) = V^(to)\/7(to) 

t-> to 

d) ^(\/?(t) A VAt))= \/T(to) A VAto) 

e) \l^(VAt),VAt),VAt)) =(VAto),VAto),VAt 0 )) 

Les demons trations se font ereispn't sur les fonctions co orotoam'Eff ectuons 
les calculs p our la preuve de d) 'a titre indBiatit(t) = (<pi(t),<p 2 (t),<p 3 (t)) et 
V^(t) = (</i(t),<// 2 (t),<// 3 (t)) ona 

\/l(t)A\/7(t) = (<j8(t)(//3(t) (p3{t) L/Jl{t) , (p3{t)L/Jl{t) <jPl(t)(//3(t), <jPl(t)(//2(t) (p 2 {t) L/Jl{t) ) 

Comme par hyp©4l^]i t m( 0 , ( t) (^ ( t) =</>,( to) (// y (to) pour tout / = 1, 2,3 et j = 1,2,3. 

On en (£duit lees ultat lii(r V~i{t) a v^{t))= V~i{to) a V^{to). 

[-> to 

Definition al On dira que la fonction vectoriel Id/AtOtdstdrivable eiaiFFI 
si Ijm v [t) t Z^ {to) existe et on n o te Folio uV(t 0 ) cette limit£)n note aus^ito) 
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et^ (to) la deri\eede F etV~ent o. 

Si la fonctiori/~est derivable en tout point de I, la fonctmrndeV^ est une 
fonction vectoriel_&i. V estaussiderivable sur l,alors saderi\ee estappedfa 
deri\ee seconde Wequ'on notd/". 



On db'finit de eme les vecteurs (ou fonctions vectoBBldes)sd]'essive& {t)= 

V (t). 

3.1.3 Differe ntie lie 

^ > ^ ^ 

A partir de la notatidfi(t) = (t), on peufecrire formellemefot<()t) = V(t)dt. 

Cette nouvelle fonction vectorielle esfedi^iolidiflfentielle d£(t). 

Prop osition 5 La fonction vectoriel le F^t)= (<p(t),<p 2 (t),<p 3 (t)) est elrivable 
ento siet seulementsi lesfonctions nenrq'uestpt) sont drivables e/at Dans ce 
cas ona 

F (t)= V~(t) = {(pi{t) r (p 2 {t),(p 3 {t)) 

RemarqueUn ve cteii /(t) qui dep end du paratre t (ou la fonction vectorielle 

V (t)) est de_norme constante si la fonctiemiqiyefrA V{t) est constants 

fonctiont-> V{t) n'est pas Bcessairement cons tditidlonc tion ve ctori&lfld 

— — ) 

est cons tante si la norme et la directl6(i&)(i©nt constants tout les deux. 

Cor ollair e 2 Pour cfd$t) soit constante sur l,ftiut et ilsuffit qu&~(t)= 0T* 

En 'effetV~[t)= V~[t) = (<pi(t),<p 2 (t),<p 3 (t))= Oil et seulement<p ( i(t) = 0 pour 
tout tet donc<p,(t) =a , sont des constanteaslil-es p our/= 1, 2,3. Ce qui est 
equivalent lift) = (a,a 2 ,aT) constant. 

Proprete s Solfuft), ~vft), w~Xt) trois fonctions vectorielles et A(t) une fonction 
numerique elfinies etativables sur un inte rvalWEldrs 

1. (Tift)+ vft)) = Ti~ft)+ vft)- 

2. (A (tjjft)) =A (t)u~(t) + A(Wft); 

3. (Tift). vft)) = utf). vft)+ I ift).vft)- 

4. (Tift) A ~vft)) = Tift) A v~ft) + Tift) A "i /ft)] 

5. (Tift), 1 /ft), wft)) =( Tift), 1 /ft), wVt)) + (Tift), vft), wft)) + (Tift), 1 /ft), wft)). 
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Demons tration. 


1) Estevide nt. 


2) II fautevaluer le rapp ort R{hf- - 


t+ h)ljT*t+ h±M tlLUh 


On ecrit 


(A (t + M-WDuft + ft) MMtjfc uffl) 

R{h) ~ h + h 


et en pas sant 'a la limite on obtient 


M t) limj uJt+ hy ult)) 


lim R(h) = lim {Mt+ h h yMt)) limZ/[f + h)+ — J ^ h 

h-> 0 h-> 0 h h->0 ' h 


= Mt) Tilt) +MtW) 


3) Pro duit scalairOn ecrit de la erne maere que dans 2) 

Z/[f + h)T/~(t + b)~ v[?) _ (I lit + b)~ Tlt)).~v~lt + b ) + h)~ Tit) 

h h + h 

puis on pass e 'a la lirrrtfee®? pour avoir l®sultat demaed' 

4) Le pro duit vectors^ traite de la emne maere en prenant soin de besmire 
les ve cteurs dans le b on ordre. 

5) Pro duit mixt€!esttoujoursle erne rapp ortevaluer, mais ce tte fois I'expre ssion 
sera un peu plus longue 

_ (Tltt+ h)~vlt+ h)M/l*t+ hwTllt), Tit), Wit)) 

_ ( T>T?+ hhTjlb, Tit), wit)) , (Tjlt), v7?+ hy Tit), wit)) (Tjt > t)Tlt),wlt+ hywlt)) 

— _ _h _ _J _ _h ___ 

■ i u lt+ hy ult), v7?+ hy m wit)) , ( ult+ hy ult), vlt), wl*t+ ty wm 

_ _h _ _ _ _ _h _ _ 

, i uTf). u7?+ ah vl?h i/i/7?+ ah mtl , 1 u7t+ ft)- uTfi. v7?+ ah vTfi. i/i/7t+ hy wit)) 

' h ' h 

Lorsqu eh -*■ 0, les limite sssp ectives des trois premiers termes dans la$|uantit' 
prece'dente son Tilt), Tit), W[i)),(I/{t), v[?), w/ft)) et( u(t), v(t), Tvlt)). Les 
trois dernierstermes tendent vers 0 puisque 

limZ/{? + h)- Tilt) = limv"ft + h)- v~t t) = Ngrwft + h)- wit) = 0. 

Exe rcice 4 Retrouverdeu1tatde5) en utilisantla formule du produit mixte 

(Tilt), Tit), wTt))= Ti~tt).(v{t) a wjt)) 


Cor ollair e 3 Soultt) une fonction vectorietiei\cb'bleAlors 


or?) 


Tit). Tit) 
Tilt) 


pourtout t, telqueult) =0. Pa r cor&quent ult) estconstantesi etseulement 
si Tilt) et Ti~tt)sont orthogonaux. 
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Demons trat/'oB.'apes la elrlvee du pro duit scalaire <w^&(Z/[t)) =2~ult).Tilt) 
et puis queipfi) 2 ) =2 I ){?) 7/[?) ,on deduit D[t) = u 

Mainte nantD[t) est constante si seulemerifi^j) = 0, ce qui estfuivalent 'a 
utf).u~tt) =0 


3.1.4 Change me nt de paetarei 

Soit u \ Ux , />] [a, b] et^is -> [a, vX s ) une fonction vectori£lhesupp ose 
que u e]/ sont aferivables et que u{a) = a et u (/i^lorsbles fonctions vectorie lies 
V ( s ) eW{t)= V ( u {s)) elfin iss ent laeme courb e et ona 


dW 

dt 


= W~\t)= V~(s)u (t)= 


dvXs) ds 
ds dt' 


Definition 12 Une coutbdefinie par une fonction vectoiVe$tl)e= Fit) est de 
classed, k > 1 si la fonctiorVit) est de classed sur I. Celarevient 'a dire que 
les fonctions coordeeacp, i = 1, 2,3 sont de cias^eQans I. 


Theoiemel (Formule de Taylor) 9a fonctionVit) est de classeC sur un in- 
terval leo[t q,to + q],el le admet uievb'loppement lienUT'ordre n au voisinage 
deto. C'est ' adirequ'dxiste une fonction vectonettfptelque t \\^d~'Cf) = 0 et 
pour toutt£[tb - q, to + q] ona 

vXt)= V{to ) + m)vCt o)+ it ~ 2 t f v 77 \to) + - V* ] (t 0 ) + (fto) n_ U) 

Cette formule peut ausscsfe 

V(to+h)= Vito) +hVit 0 )+ Y,\/'1to)+ - +^V W ito) +b n_ U)) 
avec lirrrU))= 0^ 

h^> 0 


Definition 13 SoQunecourbedans I'espae&die sur I par la fonction vectorie I le 
vXt) = (<js(t),<p 2 (t),<p 3 (t)) etto G/. 

1. Si Vit o) existe et est non nul, ( on dit dans ce cas>)<t]<ip$tM,i<p 2 ito),(p 3 ito)) 
est un point ordinairdfo tangente 'ala couCbau point Mit) est la droite 
DM(to)iVit o)). 

2. Si Vit o)= o7 ( dans ce cas Mfitest dit un point singulier ou stationnaire), 



la tangente Caen M(to) est la droiteFb u 0 )iV (to)), o'u k > 1 est le plus 

_ ^ ^ __ jjf — 2. \ \ — -U$) v 

petit entier tqbeVit o)= V"it o)= ■■■ = V (to) = Oet V (to)= 0. 
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Exe mple 1 £terminerlespoints stationnairesde la courb&idfe parV(t) = 
(ft 3 , -t^t 2 ) etecrire lesquations des tangentes aux points M (0) et M (1). 


Ona V {t) = (2 1 -2 1, 2t)Leseul pointstationnairecorrespond 'a Entfilus 
V~*{0) = (0r2, 2)= 0~? done la tangente e&Q, ,<$,-2, 2) et dont liquations 
paranafriques et csdEnnes sont respectivement 


i x(t) =0 
§ y(t)= -2 1 , 
I z(t) = 2 1 


x=0 
y +z =0 


C’est une droite contenue dansleplan orthogonale 'a I’axedes abscisses. 


Pour le pointM (1), ona \/(l) = (2, -2, 2) = 0T* Un vecteur directeur de 
la tangente en M (1) — 1, 1) est (trl, 1 )et leequations parsrtmiques et les 

equations cayennes de la tangentesont: 


x(t) = t+ 2 
y(t)= -t-1 , 
z(t) = t +2 


x+ y+ 3 =0 
y +z — 1 =0 


3.1.5 Plan osculateur 

SoitC une courb efilriie par la fonction vec toltfefeadmettant une tange nte en 
M{t 0 ). On app elle plan tangerff eai M(to) tout plan contenant la tange rtEe 'a 
en M(to). Une courb e admet ainsi une iefiiteittangente en un poffiiti app elle 
normale taen M(fo) toute droite orthogonale endyiXb la tangentC.'tl exis te 
done une infinatfe normale '(a en M(to) qui sont toute conte nue s daneihaerf 
plan dit plannormal Caen M(fo) (il est unique)Ce plan est le plan osc ulat£ur 'a 
en M(fo). 


♦ Si V[t o)_et X/'^Tto) ne sont pas co&ianires , le plan osculateCuehaM(fo) est 
le planflif(to)(y(t 0 ), V"\t 0 )) 

♦ Si V(t 0 ) et\Z ,7 |to) sont colieia'ire s, le plan osc ulat§ien'M(fo) es t le plan 

— 4j») —4 p) 

Pm (to ) ( V [to), V (to)) o'u p est le plus petit entieqteil exsite q >p minimal 

— ip) —ip) 

aussi erifiant(\/ (to), V (to)) non colieaires. 

Exe rcice 5 determiner la tangente et le plan osculateur ' &lk)c&u<rfoeost, 3 silty), 
au poinif. 
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3.2 Fonctions vectorielles de deux variables a*-' 
Surfaces paraobiees 

3.2.1 Fonction nunrique s de plusieurs var iables 

line fonction nienrique de deux variabfc^le's et une applicatioefi/ndle sur une 
parti eD de IF^ 'a valeurs dans IR : fix, y) EIR. 

Une fonction numrique de 3 variabteslle s es t une applicatiefirfid sur une 
partieT de IF^ 'a valeurs de IR : (x, fix, y, z)EIR 

Exe mples: 

f ix, y) = xsiny -&y 
fix, y, z ) =x 2 yz 3 + z I og (x). 

Rapp elons que le graphe d'une fonctieriqijumf':/ -> IR est la courb e plane 
C={ix, y)E\R 2 /f(x) =yx£l}. 

Si f :D -> IR 2 avecD c= |R est une fonction de deux variablesleqgyqphe de/ 7 
est la partie deDc IR definie par 

Gr if)= {{x, y, z)EIR 3 , z = fix, yi 

En gereraljorsque les variables x, y sonfeipcfendantdejise mble des p oints de 
co ordorees (x, y, &Gr{f) est une surface. 

Definition 14 Soit f ix, y, z) une fonction de trois variBfiimsdur un produit 
d' interval lesK J x K. L'ensemble des point (x, y$=d] R 3 tels que fix, y, z) =c 
aveccGlR est a ppe&urface dans fRdefinie par&q'uation fix, y, z) = c. 

Remarque Si g est une fonction de deux variables x,y, I'ensmble d€3F(3r, y, z) 
tels que z = g[x, y) est la surfacfm&'pard'q'uation f {x, y, z) = 0 o'u f ix, y, z)= 
z-gix, y ). 


3.2.2 Der ices par tielles 

Soit/ 7 :/ x j x K -» IR une fonction de trois variabfeeons (y,zo) GJ x K et 
considrons la fonc tioio/: x E / -> f(x,yo,zo). Si la fonction/i est oferivable au 
pointxo. la derive' e/i(xo) est appdla deriveepartiellede f en(xb,yo,zo). Ce tte 
derivee est nete'J(xo,yo,z 0 ). On a donc^:(xo,yo,zo) =f i(x 0 ). 

On define de retie les drivees partielles de f par rapp ort 'a y dnzfixant 
(xo,z 0 ) et (xj,yo) qu'on note resp ectiverfjp(txfe, y 0 ,z 0 ) et^(x 0 ,yo,z 0 ). 



33 


Exe mple 2 Calculer lesrdees partielles des fonctions f (x, y) = xsinjy- et 
f(x, y, z ) = xyz + zlog{x + y). 

3.2.3 Representation paratnique d'une surface 

Soit fT) x j ->V une fonction vectorielle de deux vari®yiessne0 'end antes 
u, v(qu'on appelera aijwanatre s)Si cpi,cp 2 etcp 3 sont les fonctions co oec&sn' 
de_F, c^e st 'a di Fe{u,v) = [cpi[u, v),q{u, v),q{u, v)) ,1’ extrimte ' M duvecteur 
O M= F ( u , v ) dcrit greralement une surface (S ) doe^ilafeions parartnriques 
sont 

x=(p i (u, v), y=(p 2 (u, v ) et z =(p 3 [u, v). 

L'equation caefeenne de ce tte surface s'obtie etierrihant u, v des 3 relations 
ci- dessus. 

3.2.4 Plan tangenfeune surface 

1) SoitfTu, v) une repentation paratnique d'une surf aceRj£o)ns leparaietre 
\/ — Vo et faisant varierivOn obtie nt une fonction vectorie lie d'une seule variable 
fXu,v o)= V~(u ).L'ense mble des p oints M (tv) t&\ l^\i&)=fXu,vo) decrit une 
courb e stee'sur la surface (S ) deespirfation parabniqueF ( u,vo ). Le vecteur 

directeur de la tangente encWd) es t le vecteUrfu )= ^~{uo,vo). 

De meme si on fixe u=djet on fait varier v , on obtient une autre cousb e situ' 
sur (S ) qui passe par le point 0/^te I qu© M (y,vo)^= F{u o,vo). Le vec teur 

directeur de la tangent 'a cette courb eo,m)M$i}^y(uo, vo). 

Supp osons maintenant, pIcES'^ement que u et v sont de s fonctioerdi'ein rrf 
pararatre t. La fonc tion vec torielle de la variaM@-)£= F ( u{t), v{t)) est une 
repesentation paraibnique d'une courb eesatsiur la surface (S5)to esttel que 
i/o = t/(fo) etvo = v[b), la tangente 'a cette courb e au poiisife/fl# &dmet pour 
vecteur directeur 

> > 

V~(t)= ^r~{uo,v 0 )u (fe)+ ^r~(uo,vo)v (fo) 
oil oV 

> > 

Si le s vectei^(t/o,vo) et ^y[uo,vo) ne sont pas codaire s, on voit alors que la 

tangentese trouve dans \ep\m^o,vo)[^y[uo,vo), ^y{uo,vo)). II est clair que ce 
plan ne d p end pas du paatnmt etdoncne elp end pas de la courb e incluse dans 
(S ) et passant par M>^). Ains[ toute les tangente en WUt) se trouve dans le 

meme planM(u 0 ,v 0 )( a ^“(uo,vo), u 0 ,v 0 )). 

> > 

Definition 15 Le planlR( UO ,v 0 ){^~[uo,vo), ^( u o,vo)) estapp&plan tangent' a 
la surface (S ) au point M,Wl- On appel le vecteur normd.5 ) en M 0 ( 4 / 0 ), le 
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vecteur normab plan tangenta (S ) en M ip/o). C'estle vecteuf[ u (uq,vq) a 
^U0,V0) 

Rapp elons quefslu, v) = ($u, v),qt{u, v),$(u, v)), alors 

^(uo, Vo) =( ^(uo, Vo), t>o, Vo), ^(uo, Vo) 

^ 7(UO,Vo ) ={^{Uo,Vo),^{Uo,Vo),^{Uo,Vo) ^ 

Exe mpleSoit lasurface paraetiee (S ) dome parF ( u,v ) = ( u 2 v , u\ }, u + v). 

Ona ^ ~{u , v) = (2 uv^i 1) etf^piu, v) = (h, 2 uv , ll).e vecteur normal 'a (S ) en 
( uo,vo ) est 


t^(uo,vo) a ^— ( uo,vo ) = (v^ - 2ibVo,ul - 2ibVo, 3t|vo) 
oU dV 

Au point M (1, 2), la normale 'a (S) est done le vifd tetH, 12). 

Cas d'une surfacasflriie par sooquation caedenne 

Soit F (x, y, z) = ©di'uation caalenne d'une surface (fn£ courb §K d'e'quations 
pararetrique s x y =(^{t) et z =(${t) est contenue dans (S ) si et seulement 
si F{(pi{t),(p2{t),cp3{t)) = 0 pour tout En derivant par rapp ort ' a t, on a: 


dF ... dF ... dF ... _ 


(3.1) 


Cette relation exprime que les vecteurs de cornier p^r^s^t {(g{t),(p 2 {t),(p 3 {t)) 
sont orthogonauMais le vecteur de comp osan£b$,(ag(t),<p 3 (t)) es t tangent 'c 
la courb e£). Comme la courb €1 est prise arbitraire dans (S^relation 3.1 
signifie en fait que le ve es t normal au plan tangent. 

Proposition 6 Soit une surface [Sqlidtfon csrienne F (x, y, z) =<S)n appel le 

gradient de F qu'on note g If bdiiVF le vecteuW F =( Le vecteur 

— — — ) 

VF (xo,yo,zo) est normala la surface (S ) au pointdtybxo). 


Lorsque la surface (S ) e&fidiie par unequation de la forme z = f (x, yh se 
rarre'ne au_cas pedent en posant F (x, y, z) = f(xry) Dans cecasun vecteur 
normal esVF =( -1). 

Exe mple 3 1) Donneetflfation caatenne du plan tangent aux surfaces 

1) (Si): fXu, v ) = {b/, u\?,u + v) au pointMi 1, 2) 

2) ( S 2 ) : F (x, y, z) = 0 / F (x,y, z) ^yz 2 + z log x au points, 1,1). 

l)La normale 'a {SestM o(l, 2) aetecalcud'e ci-dessus) ft), -1, 12)1' equation 
du plan tangerifobtienPn_exprimanlte faitqueMM 0 estorthogona'IaTijfour 
toutM (x, y, z). CommeMM 0 (x, y + l,z- 12), leplan tangenta pourequation 
-y-1 +12z- 144 =0 ou encoreyl2z +145 = 0. 
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2) Le vecteur norma'la (S) est VF =( d [ x , d [ y , Ona VF = (2 xyz 2 + 
Z x,x 2 y L , Log x) dVF(l, 1, 1) = (3,1,0 )Un point M(x, y, z) appartient au plan tan- 
gent 'ai'FenM 0 (1, 1,1) si et seulemenMsM.^ F(l,l, 1) = 0, et le plan tangent 
a pourequation 3x +y 4 = 0. 


3.3 Courbure et torsion d'une courbe 

Soit(C) une courb e de cla^sleGnie sur un intervalle [a, (x it), y it), z (t)). 

Le vecteur tangent en un point courard) c&st Fit). En cimematique, la courbe 
(C) represente une tra jectoire en fonction du pferartnfle temps) et le vecteur 
tangenF it) corres p ond 'a la vitesse du mobile 'a I’BisItenbitme du ve cte ur 
vitesse es t constante entre les instetftstla distanc e parcourue (ou en d'autre 
termes la longueur de la p ortion du courb e) eritefc Mitt) est 

M(ti)M(fc)= Fit) it 2 ~ti). 

> 

Plus opnerale ment f it) =v, entref ett/+i, la longueur de la dis tance pare ourue 
entre les point MbXtet M(t n ) es fegale 'a 

n— 1 

M(t 0 )M ith)= Vi ti o'u ti =t i+ i - tj. 

i= 0 

Cette formule sergr'ralis e lorsqfieft)varie avec t 

Prop osition 7 La longueur de la portion de couBrb&Btine'M<di) et M(ti) est 
egale 'a 

h — > 

M(t 0 )M iti)= Fit) dt. 

to 

Definition 16 So$Q une courbedFinie sur un intervalle [a,/dsy Fit). Une 
orientatioretant choisie sl 0>, on appel le abscisse curviligne sit) d'un point M it) 
deiQ le nombreeie'l 

sit)= F iu) du. 


Remarques 

1. La longueur de la courl£)e£st 

L= b Fit) dt= b x 2 it) +y 2 it) +z 2 it)dt 

a a 


2. Ona f t =sit)= Fit) et ds= Fit) dt 
ds 2 = Fit). F it) = [ x 2 (t) +y 2 it) +z 2 it)]di 
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Supp osons quJHt) > 0 sur [a, b] et jaosons oc^=F{t) dt. Alors I'a ppl ication 
s: [a, jbh_ [0, arjdefinie par s(t)= l F_{u) du est une bije ctiorLa fonction 
vectoriell6?efinie sur [0, a] p@rUv )=F{s~ 1 (u ) dfinie la mtie courb e q/qe 
car G~(u X =F ~Ct)j^ our s(t) = u. 

Ona F ( t)= G (s(t))s it), d'o 'u 


G?s) = 


Fit) 

sit) 


Fit) 

Fit) 


> V > C /M 

et par corcsquentG (s) =1. Le ve cteurTs )=G (s )= est appel vec te ur 

F (t) 

tangent unitaire 'a la cotfrbe p oint^M (s ). 

Comme ~r~(s)_=l, les vecteurs (s ) etr"fs) sont orthogonaux et le vec te ur 

unitairen~fs )= -i* est appslnormale princ ipale unitaire au p oint M (s) 

T (t) 


Definition 17 La courbure en un point M = M is) d'une c<6i)ir&Biile nombre 
reel 

C iS )= T~ts) 

Le rayon de courbure est dopiar'R is lecentrede courbureest I 'unique 

point I satisfai saittl I = R(s)n~fs ). 


Caluclpratiquele plus souventq courb efO est cfeTinie_par soequation vecto- 
rielle de paraeibre ^different de l'abs_cisse curvili§a&.F(t) une repesentation 

pararetrique de^). L'egalife'T~ft) = implique 

F w 


F(t) = Fit) ftt) =sit) rtf) 


et _ ^ ^ 

F^it) = s"itj-(t) +s it)r~it)s it) = s"iff~(t)+ is (t)j z(t) 

Commer (t)= r it) n~ft) = citfi~(t), il vient qije 

F ”*(t) = s"itjr~tt) + is itftit)litf) et par suiteF it) a F ,r (t) =Js it)?cityf[t) a 
Ti{t). En utilisantle fait que ~f{t) a n(?) =lets(t)= Fit) , on obtient la 
formule de la courbure en M it) par 

Fit) a r(t) 

Fit) 


cit) = 
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3.3.1 Tr ede de Fefiet 

En un point M^t) d'une courb@ definie par f(t). Le vecteur tangent unitaire 

est T (?)= --ff estle vecteurnormafbrincipalunitaire es fr?[t) = -3* . Le 

_ F (t) T 

vecteur/3(t)= T(t) An "ft) est appelle veteur binormala(Q en M(t). Ona 

rtf) = Tiff) _= /3(t) =1. Ces trois ve cteurefth'issent un tede dire ct 

(M (t), r(f), n[f), /3~ft)) en tout point M(t) defD. Ce triede est appeMiede de 

Frene t. 

Remarque Le plan osculateuC)'ei(i M (t) es t le plaw$)( r[f), n[?)). 


3.3.2 Torsion d'une courbe gauche 

Par ch'finition du vec te ur bino^Bi^F, T(f) a n[f) ona /3(t^ =1 et/3(t)^T"ft) = 
0. En derivant ces deegalifes ona /3(t)./3 (t) =0 etpih^r ( t)+ (3_(t) = 0. 

CommqS (t) est orthogonaffiC^ etnj?) est colineairerj^, onar(t). /3(t) = 0. 

II en lesulte enefinitive quer[f)./3(t) = 0. Le vecteufS (t) etant orthogonafe 
r"ft)et 'gS(t) est nece ssaire mentes>ilire''a[t), puisqueff^^Ct), Tift)) tor- 
ment un teide orthonoenll existe done un nombre 6{t) tel/£|(r$ = ditfitf) 


Definition 18 La torsion d'une couGfyelp un point courant M(t) est le sea I ai re 

9{t) cb'fini par > 

0 0 t) = d(tjitf). 

Si F(t) est une repsentation paraibirique de la courbo©,montre que latorsion 
est donee par la formule 


6(t)= 


(Fit), F'm F^(t)) 
F{t) AF’lt) 2 


RemarqueLa torsion mesure 'a quel p oint une courb e es&itradimrirne le 
montre la formule, une courb e_qui se trouve dans un plan a une Orr^jentnulle. 
aussije voir autremehfe vec te \($\ (t) est orthogonal aux vecteorft) et Tift), 
done /3(t) est orthogonaiu plan de la courb e et par suitgahde une dire ction 
(dans le cas ou la courb e se trouve dans un plan ccfiiBinan^.enplusilestde 
norme 1, onesHuit qu^B (t) =0 et par suite la torsion est nulle. 


3.3.3 Formules de Eriet 

Ces formules donne nt les relations entre les rsyS 7^ I a courbure et la 

torsion.Les deuxprereres formuleejdietabies sont 


rtt) = c(t75tf) et 13 (t) = emit) 
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En suite, comm eC*n7*f} ) torment un tetTe orthonoiepona n= 
derivant on obtient 


(3 ~ a T~ht en 


— > — - 


n(t) = /3(t) a rtt)+ m a r(t^ 

= — e(t)nrf) A rtt) + c($(t) A Tiff) 

Ce quidonne la troisiiihe formule deelrret 

nTt) = e(tTrtt) + c(fjff) 



